FEN

4 [T 1" ~~==>76
| |
bh/4 | ™= I |
/ . bhi2 | _—1"1 |
| |
| |
| |
I bh/4 I
| |
| |
h/4 \ ! "] b2
bhid | ! gu= bh/

1 ----k\----- 5 e 5
2 \ bhi ;
Empenamento

Programa de Pos-Graduacao em Engenharia Civil
Mestrado Académico
Faculdade de Engenharia - FEN/UERJ

Professor: Luciano Rodrigues Ornelas de Lima




T 4
= PGECIV)= %m

Introducao

= Empenamento ocorre quando segdes nao-circulares
sao submetidas a torgcao

= Para secoes |, na consideragao da torcao, introduziu-
se

|
L, =C :ﬁ@—nf

w W

= Agora, considera-se 0 empenamento em uma segao
qualquer
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Deformacbes de Empenamento

" Secao aberta

* [inha média da secao ¢/
centroide C(0,0), centro
de cisalnamento S(X,,Y,)
e um ponto qualquer

Q(xy)

= em Q — tangente
distante p de C e p, de
S — deslocamentos +
u,veo

~+angent

= distAnciaaentre Qe S
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Deformacdes de Empenamento
+w - '
= elemento (faixa) dz .“;f" nLg\f adéi

" p, € a— distancias
tangencial e diretaentre  ®-
SeQ

= Adistancia tangencialé +z]

positiva — um
observador em Q olhar
na dire¢ao + da
tangente tem S a
esquerda

Z4d=E
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Deformacbes de Empenamento

= 0 elemento em Q e ds.dz i Js\i |

= Atorgao do elemento em . f = 2 |
torno de S — ABCD zade(” 2 Zan,
desloca-se p/ AB'C'D’ A6 2

" no comprimento dz a A |
torgao vale do Bk

= 0 deslocamentode D —
direcao + de z vale dw

= mesmo deslocamento de A = axis throog
B'— A = S
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Deformacbes de Empenamento

= deformacao por
empenamento — distorgao
no plano

" dp+ — dw-
= distancia C'C = a.do
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= duas vistas —
projecoes
ortogonais

v'no plano xy
olhando p/ baixo

v'no plano s-z

= no plano xy —
secao original sem
empenamento —
uma linha
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Deformacbes de Empenamento

" no plano s-z —
secao original
aparece como um
retangulo

= as configuracoes
apos o
empenamento
aparecem
pontilhadas
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Deformacbes de Empenamento

" nessas projecoes — o
desprezando-se x-y-plane.
efeitos de 22 ordem s-zplane

= retangulo no plano s-z

SR
deforma-se segundo ¥ _
um angulo P &

a.sinB.dg/dz LS
/3
» dw =-a.sinf.dd/dz.ds add g |
mas a.sin} = p, e dw 5

* dd/dz — independe

= - p0d¢/dZdS da secao
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Deformacbes de Empenamento
= Entdo, se dw = - po.dd/dz.ds

B B d(I)S B d(I)S
W—jdw——a'([pods+c ou w—wo—d—zgpods

onde w = deformacao por empenamento de qualquer
ponto ao longo da linha média a uma distancia S de O

W, = deformagao por empenamento no ponto O
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Deformacbes de Empenamento

= Definindo-se o dobro da area setorial ou
empenamento unitario em relacado S

do

S
Wy :jpods > W=W, _d_zmo =W, — 0.0
0

(i ®
A:—jpods=7°:>0)0=2A

deformacdes e tensdes axiais

" assume-se que nao ha restricao ao
empenamento — nao se desenvolvem

A

EEN
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Torcao Nao-Uniforme

= Se as deformacgdes por empenamento dadas por w
s80 restringidas, tensdes longitudinais (normais)
desenvolvem-se 6, = E.¢ €

EW:d—Z:W:WO—(I) .0)0

o, =Ew',-E.,.0" (= f(s) & ndo de z)

= tensoes cisalhantes — zero
na face livre p/ 0 empenamento

x
/]'y\\ \ tensdes cisalhantes
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Torcao Nao-Uniforme

T,tdz+ [t(o, +do, )ds— [to,ds =0.. T,tdz =
0 0

S

_jt

0

4

do,,
dz

EEN

ds
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Torcao Nao-Uniforme

= Como somente momento torsor € aplicado —
P=M,=M, =0

P=0= .TGWt ds = Ej W'o — (Doq)")t ds

M,

0=[yo,tds= Ej — 0,0")y.tds

=
I

0

xo,tds=E _[ (W, — ,0")xt ds
0

o
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Torcao Nao-Uniforme

= Mas w, e w, ndo sdo fungdes de s

P=0= .TGWt ds = Ei(w'o —0)0(|)")t ds
0 0

IIE

E E
' " '_(')
0=w0£tds—¢ !motds ou WO—Kga)Otds

= E substituindo-se na equacao de G,

E
c,=Ew,-E0,0" = o, =E0¢" % j ®, tds—m,
0

= E definindo-se o0 empenamento normalizado m,
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,IE
(onlewotds—ooo

| -

Torcao Nao-Uniforme
= E definindo-se 0 empenamento normalizado w, —

propriedade da secao transversal relacionada com as
tensOes normais de empenamento da se¢do S a O

em relagao a
origem
—

|

ao longo

GW — E(I)Il

~

de toda a secao

E
%jmotds—mo
0

— Eq)ll O)n

o
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Torcao Nao-Uniforme

= | embrando do fluxo de cisalhamento Tt

S )
th — —It dGW ds S

o a4z | :th:—th¢"'mnds
Gw T Eq)" (Dn / :

+nser W N3 figura ao lado onde o fluxo cisalhante
em Q = 1t, 0 momento torsor total é

| \Q 3 M, = .TTWt P ds=>M, = —Eq)""E[pOUmnt ds) ds
A 0 0 0
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Torgao Nao- Umforme

M, = .[th P ds=>M, = —Eq)"'ijU(x)nt ds) ds
0 0 0

= |ntegrando-se por partes

judv:u.v—jvdu com u:jmntds e dv=p,ds
0

du=m,tds e v=jp0ds:oo0
0

= Fornecendo

- -

~

,E . E
M, = E(I)"'[(DO‘(E)I\ j(ont ds/)—_[(oou)nt dsj
N / 0

e I
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Torcao Nao-Uniforme

E
= Mas mnzlja)otds—a)o e
AO

E E 1 E
" Logo [o, tdS:f[KIfDo tds—ooojt.ds
0 0 0

» )

—

constante

E

.'.ja)n tds :lja)o tds_E[tds—T(DO tds
/(0 0 0

EA
0, tds— [, tds =0
0

O!—;ITI

A

EEN
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Torcao Nao-Uniforme

= Na equagao de M,, — sobra apenas o segundo termo

- = T oy

E /E N
M, = Eq)"'[a)o\i I / ds(—j(x)ou)nt dsj
0 0 .

-_— o

Zero

= E naequacao do empenamento normalizado

15 15
(Dnzxg(ﬂotdS—@ojwo=x!®otd3—®n

E E E E
= Fornecendo ju)ocont ds = %jmotdsj o tds — jwﬁtds
0 0 0 0
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Torgao Nao- Umforme

-y

/
N\

E 1 E I \ E
j m,m tds=— j 0,tds j tds - j w’tds
0 As \ 70

7/

-~

Zero

E E
M, = —Ed)"'jooocont ds=>M, = —Eq)"'j(oﬁt ds
0 0

E
M =—Fl " |onde| | = I w’t ds Momento de inércia de
W Wq) W ) n empenamento (mm®)

» Lembrando-se que

o, =%jmo tds—w,(Mm?) e o, =ij ds (mm?)
0 0
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Torcao Nao-Uniforme

= Nota-se que da equagao do momento devido ao
empenamento, se todos os p, sdo zero, M,=0

E
M, = ITWt P,ds
0

= Para se¢0es transversais feitas de elementos de
placas planas que se encontram em um ponto tais
como cantoneiras, cruciformese T's — M,=0

L+ |
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Calculo de |,

Deve-se lembrar que ®, e ®, sao propriedades da
secao transversal dependentes de s

Propriedades de empenamento unitario
P, constante p/ o elemento . Elemento ij l“’

RO RE pojds
0

Com variagao linear
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Calculo de |,

= Com variacao linear

=] 1] 1=
Wy, :;pmj"ij e , :K E;(mOi_'_(DOj)tijLij

= E para cada elemento de s até o fim

™. — .
® = + njL ni

J

S

= Portanto

) O — 0
j mﬁtds=20: o + ”’L" s | tyds
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Calculo de |,

al o - |
j otds = > | 0, +——5 | t;ds

0 i Lij i
_ 2 ) .-

_t O)Z.L“_I_zwni(mnj_(oni)Lij N o, —0; | L
j ni—ij Lij 2 Lij 2

I o 2 2

:tu'-u (o 00— (o +7—§®m®m+ 3”'
tL W’ +0)n,00n.+(0 :>IW:1 n W’ +0)n10)m+(0 tiL
3 34
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Exemplo

= Considera-se um perfil |
representado atravées da linha
média da espessura

= As extremidades de cada placa
sao numeradas

= Adistancia ao longo do elemento
es

" Py; € a distancia perpendicular 1
do centro de cisalhamento até
cada elemento

" P, € positivo quando indo de |
para | 0 centro de cisalhamento
estiver a esquerda

o

<«— b2 4>‘<— b2 —»
3

1234 movimento
25 | para |
36
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Exemplo
1 <« b2 —ple— b2 —»
W, = ﬂ [Z ((DOi T Wy, ijLij ]_ My, »‘3
= Assume-se m,, =0 L T 6
= 2A=2[2tb+w.h]ondetéea

|

|

|

espessura damesaew a |
espessura da alma !
|

|

|

i .
0= |+ W | g,
2[2tb + wh] R S T e v
) ) 2
o _bh[2bt+wh| - bh .
"4 [ot+wh] 04 0 i

36
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Slide 27

Exemplo

Ponto Po Lij pOLij W)= tijLij (g * a)Oi)tijLij o,
=
1 0 g bhid |
h/2 b2 bh/ I 10/2 N
J ST
2 bhi4 —— = b2ht/8 0
0 H 0 wh
3 bhid T N\ | bhews2

3b%ht/8

6 0 b’ht/8
> b%ht + bh2w/2
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Exemplo

Distribuicdo de m,

bh/4

bh/4

bhi2 | _—1"]

Distribuicao de m,

-

bh/2



